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ABSTRACT: A la diffe´rence du cas des corps de nombres, on sait prouver depuis
les travaux de Grothendieck et de Deligne que les fonctions L de courbes elliptiques
sur les corps de fonctions posse`dent des proprie´te´s extreˆmement agre´ables: prolonge-
ment analytique, hypothe`se de Riemann (alors que pour leurs analogues sur les corps
de nombres, on ne dispose bien souvent que de conjectures) il est tentant de pousser
plus loin et d’essayer d’e´tudier les proprie´te´s “fines” des ces fonctions L... Dans cet
article nous nous inte´ressons a` la distribution des ze´ros de la fonction L(s, E) d’une
courbe elliptique E de´finie sur Fq(X) non ge´ome´triquement triviale: nous montrons
que quand nE le degre´ du conducteur de E croit, les ze´ros de L(s, E) (apre`s une
normalisation convenable) ont tendance a` devenir uniformement distribue´s sur le
cercle unite´ avec une discre´pance en O(log−1 nE). Il semble que l’on soit loin de la
ve´rite´ (on s’attendrait plutoˆt a` ce que la discre´pance soit en O(nε−1E )). Inspire´s par
des travaux ante´rieurs de Brumer, Fouvry-Pomykala et l’auteur, nous conside´rons
le proble`me en moyenne pour une famille tre`s ge´ne´rale de courbes elliptiques et
obtenons “presque surement” une discre´pance en O(nε−1E ).
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Notations
• K de´signe le corps Fq(X) corps de fonctions de P1Fq et Z l’anneau Fq[X].
• pour tout t ∈ Z, on pose |t| := qdeg t.
• Pour chaque place p de P1Fq , on note Fp son corps re´siduel (c’est le corps fini
a` |p| e´le´ments si p 6= ∞) et dp le degre´ de Fp sur Fq (c’est aussi le degre´ du
polynoˆme irre´ductible unitaire p).
1 Introduction




conducteur et on note nE son degre´: nE =
∑
p dpfp. Une fonction L est naturellement
attache´e a` E; rappelons sa de´finition: Pour toute place p de K, on de´finit l’entier
ap = |p|+ 1− |Ep| ou` |Ep| est le nombre de points a` valeur dans Fp de la re´duction
modulo p de E; si p ne divise pas NE (E a bonne re´duction en p) Hasse a montre´
que ap s’e´crit sous la forme αp + αp, αp ∈ C avec |αp| = |p|1/2 ; en revanche, si
p|NE, ap vaut 0, 1,−1 suivant que la re´duction modulo p est additive, multiplicative















De manie`re plus savante, L(s, E) est la fonction L associe´e a` la repre´sentation ga-






(en cas de bonne re´duction, V`(E)
∨Ip = V`(E)∨).
A` la diffe´rence du cas des courbes elliptiques sur un corps de nombres, on sait
que cette fonction a des proprie´te´s extreˆmement agre´ables (cf.[Mi2], [Sch]):







et Pj(X) ∈ Q[X] avec Pj(0) = 1. V`(E) de´finit un Q`-module sur P1Fq lisse
hors des places de mauvaises re´duction de E, et on a
Pj(X) = det(Id −XFrobq, Hj(P1Fq ,V`(E)∨)).
D’autre part P0, P2 sont de meˆme degre´ qui vaut 0 ou 2, ce dernier cas se
produisant si et seulement si l’invariant jE ∈ K est constant (jE ∈ Fq) alors,
nE = 0 et P1(X) = 1.
• L(s, E) ve´rifie l’equation fonctionnelle
L(2− s, E) = ±q(1−s)(nE−4)L(s, E).
• Pour j = 0, 1, 2 les ze´ros de Pj(X) sont de la forme q−(j+1)/2ζ, |ζ| = 1.
Dans ce travail, nous nous inte´ressons a` la re´partition des complexes {ζ}E cor-
respondant aux nE − 4 ze´ros (compte´s avec leur multiplicite´) de L(s, E) = P1(q−s)
dans le cercle unite´ quand le degre´ nE du conducteur grandit et l’invariant jE est
non constant (la courbe elliptique est donc non ge´ome´triquement constante). Re-
marquons d’abord que l’e´quation fonctionnelle implique que les complexes {ζ}E sont
re´partis syme´triquement par rapport a` l’axe re´el: si q−1ζ est un ze´ro de P1(X) avec
une certaine multiplicite´ q−1ζ l’est aussi avec la meˆme multiplicite´.
Le premier re´sultat qui a motive´ ce travail est que les complexes {ζ}E deviennent
uniforme´ment distribue´s sur le cercle unite´ quand nE → ∞. Une autre manie`re
d’e´noncer les re´sultats est de repre´senter les complexes z par leur argument θ ∈
]− pi, pi]: ζ = eiθ, on de´finit ainsi l’ensemble {θ}E des angles associe´s a` E. Dans cet
e´nonce´ et pour toute la suite, on fera la convention que dans toute somme de la forme∑
θ∈{θ}E f(θ), l’angle θ est compte´ avec la multiplicite´ du ze´ro qui lui correspond.
The´ore`me 1.1 Soit E une courbe elliptique sur K d’invariant j non constant. Soit
un intervalle I ⊂ [−pi, pi]; notons χI sa fonction caracte´ristique et |I| sa longueur,







|I| = O( log q
log nE
).
La constante implicite dans le terme de droite est absolue et en particulier ne de´pend
pas de l’intervalle I choisi. En d’autre termes, quand nE →∞, l’ensemble de angles
{θ}E devient uniforme´ment distribue´ sur [−pi, pi]
Remarque. — Cet e´nonce´ est en fait valable plus ge´ne´ralement pour l’ensemble
des angles des ze´ros de la fonction L associe´e a` une varie´te´ abe´lienne de´finie sur K
et dont la K/Fq-trace est nulle (la constante implicite ne de´pend alors que de la
dimension de la varie´te´ abe´lienne).
Ainsi, le nombre de ze´ros de L(s, E) contenus dans tout intervalle I de longueur
 log−1 nE a le bon ordre de grandeur (en particulier, la multiplicite´ de θ = 0 —
rappelons qu’elle majore le rang de E — est un O(nE log
−1 nE) on retrouve ainsi le










On a donc la majoration discr({θ}E) = O(log−1 nE).
Cette majoration, tre`s ge´ne´rale, semble grossie`re: on dispose de nE − 4 angles
re´partis dans [−pi, pi] on pourrait s’attendre a` un meilleur espacement de ces angles et
a` une discre´pance beaucoup plus petite. Nous montrons que c’est le cas en moyenne
(nous inspirant des travaux sur Q de Fouvry-Pomykala [F-P] et [Mi1]):
On conside`re une famille de courbes elliptiques (Et)t∈P1K de´finie sur K par
l’e´quation
ET : y
2 = x3 + a(T )x+ b(T ), a(T ), b(T ) ∈ Z[T ](1)
On note ∆(T ) = 4a3(T )+27b2(T ) son discriminant et on suppose que la famille n’est
pas ge´ome´triquement triviale (jET = j(T ) 6∈ K). D’autre part, on fait l’hypothe`se
que a(T ) et b(T ) sont premiers entre eux (ce qui implique que la courbe ge´ne´rique
ET de´finie sur K(T ) est semi-stable). Alors on a une estimation en moyenne de la
re´partition des angles {θ}Et , t ∈ Z :
The´ore`me 1.2 Soit (Et)t∈P1K la famille de courbes elliptiques de´finie par (1), on
suppose j(T ) 6∈ K et (a(T ), b(T )) = 1. Alors, pour tout ε > 0, pour tout entier
positif l et pour tout intervalle I ⊂ [−pi, pi] on a pour x→ +∞
∑
t∈Z, |t|≤qx








ou` la constante implicite du symbole de Vinogradov ne de´pend que de q, l, ε et du
degre´ de ∆, en particulier elle est inde´pendante de l’intervalle I choisi 1.
En vue de la majoration nEt ≤ deg∆(t) ≤ deg∆.x ce the´ore`me donne le bon
ordre de grandeur du nombre de ze´ros de L(s, Et) contenus dans tout intervalle I
de longueur  nε−1Et pour presque toutes les courbes elliptiques Et avec |t| ≤ qx (en
effet l’ensemble des t ∈ Z tels que j(t) ∈ Fq est fini). Par un argument e´le´mentaire,
on obtient alors une majoration en moyenne de la discre´pance:
1Dans la suite, nous conside´rerons q fixe´ pour eviter d’avoir a` e´crire les de´pendances en la
caracte´ristique.
Corollaire 1.3 Pour tout ε > 0, on a la majoration∑
t∈Z, |t|≤qx
∆(t) 6=0, j(t) 6∈Fq
discr({θ}Et)ε xε−1qx+1.
En particulier pour tout ε > 0, le nombre de courbes Et avec |t| ≤ qx et discr({θ}Et) >
nε−1Et est un oε(q
x+1).
Remerciements: Ce travail doit beaucoup aux conseils et aux encouragements
de E. Fouvry, qu’il en soit remercie´ ! Je remercie e´galement H. Iwaniec de son
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2 La formule explicite
La formule explicite que nous utilisons est conse´quence directe de la formule des
traces de Lefschetz et de l’e´quation fonctionnelle de L(s, E) (elle a e´te´ employe´e par
Brumer sous cette forme pour majorer le rang de E [Br], e´tendant ainsi aux corps de
fonctions des travaux ante´rieurs de Mestre sur Q [Me]): pour simplifier les notations
on posera pour tout m ≥ 1 et pour tout p




Lemme 2.1 Soit E/K une courbe elliptique d’invariant j non constant et f un
polynoˆme trigonome´trique pair de longueur Y :



















f(θ) porte sur les ordonne´es des ze´ros s de L(s, E), e´crits sous
la forme s = 1 + iθ/ log q, θ ∈]− pi, pi].











Rappelons e´galement la majoration de Hasse:
|tr(Frobmp , E)| ≤ 2|p|m/2,(4)
qui est aussi valable aussi bien aux places de bonne que de mauvaise re´duction (dans
ce dernier cas le terme est majore´ par 1).
Le the´ore`me 1.1, est conse´quence de la majoration effective de la discre´pance
d’un ensemble {θ} ⊂ [−pi, pi] ([K-N] (2.42) )
The´ore`me 2.2 (Erdo¨s-Turan) Soit {θ} un ensemble fini ⊂ [−pi, pi] de cardinal
























eıdθ, avec |cd| = 1.
















Appliquant la formule explicite on a
∑
θ∈{θ}E









Par (4), (2), le terme de droite est majore´ par Ok(q
Y/2). On choisit alors Y =
log nE/ log q pour conclure.
3 Preuve du The´ore`me 1.2
3.1 Premie`res re´ductions
Cette fois-ci, nous proce´dons directement a` partir de la fonction caracte´risitique
χI(θ) d’un intervalle I ⊂ [−pi, pi[. Par syme´trie on peut supposer I de la forme
[−a, a[ et on notera χa := χI . Soit X > 1/pi et χa,X une fonction ∈ C∞([−pi, pi]),
paire, de´croissante sur [0, pi] telle que
χa,X(θ) = 1 pour 0 ≤ θ ≤ a
χa,X(θ) = 0 pour θ ≥ a+ 1/X (si a+ 1/X ≤ pi)
χa,X(θ) = 1 pour θ ∈ [−pi, pi] (si a+ 1/X > pi)
et dont les de´rive´es succe´ssives ve´rifient |χ(j)a,X(θ)| j Xj pour tout j ≥ 1. Par
inte´gration par partie, on voit que les coefficients de Fourier cn de´finis par














) ∀ n, j ≥ 1; en particulier cn = O( 1
n
).
Pour Y > X un parame`tre a` fixer, on conside`re enfin la se´rie tronque´e




de sorte que pour tout k ≥ 0 on a
χa,X(θ)− fY (θ) = Ok((X/Y )k).
On a alors la majoration∑
t∈Z,|t|≤qx
∆(t) 6=0, j(t) 6∈Fq
| ∑
θ∈{θ}Et
χa,X(θ)− c0(nEt − 4)|2l 
∑
t∈Z,|t|≤qx
∆(t) 6=0, j(t) 6∈Fq
| ∑
θ∈{θ}Et




Appliquant la formule explicite a` chacune des sommes
∑
θ∈{θ}Et fY (θ), on constate
avec (4) et (2) que la contribution des termes des la forme
∑
p,m≥3 . . . est un O(1)
qui fournit en sommant sur les t un Ok,l(q
x+1).




















a` ce point, on a ajoute´ les termes correspondant aux t ∈ Z tels que j(t) ∈ Fq qui
sont en nombre fini, leur contribution est en O(q2lY/2 log2l Y ).
3.2 Majoration de S2








2l k,l qx+1 log2l Y.(5)
3.3 Majoration de S1
Nous utilisons maintenant l’hypothe`se que a(T ) et b(T ) sont premiers entre eux:
il existe donc u(T ), v(T) ∈ Z[T ] et c ∈ Z tels que u(T )a(T ) + b(T )v(T ) = c, par
conse´quent si p 6= ∞ et p 6 |c alors p 6 |pgcd(a(t), b(t)) et l’e´quation de Et : y2 =
x3 + a(t)x+ b(t) est minimale en p. La re´duction en p de Et est la courbe elliptique
sur Fp d’e´quation Et = y
2 = x3 + a(t)x + b(t) (t de´signe la classe de t modulo p).
En particulier, on a l’e´galite´ tr(Frobp, Et) = tr(Frobp, Et): la fonction tr(Frobp, Et)
ne de´pend que de la classe de t (mod p). Dans la suite on note q1, . . . , qm l’ensemble
des diviseurs premiers de c (avec ∞, q1, . . . , qm constituent les “mauvaises” places).
Notons alors que par (4), la contribution des qi|c dans S1 et S2 est majore´e triv-
ialement par Oc(q
x+1). Dans toute la suite les p (indice´s ou non) qui interviendront
seront “bons” (ie. seront 6=∞ et ne diviseront pas c).
Dans l’expression de S1, on ouvre le terme a` la puissance 2l et on intervertit les
sommations; on voit alors que S1 se de´compose en Ol(1) sommes de la forme










|pi|αi S(p1, . . . , pj;α1, . . . , αj),
avec 1 ≤ j ≤ 2l; les αi sont des entiers ≥ 1 ve´rifant ∑i αi = 2l et dans la somme
pre´ce´dente les pi sont tous “bons”, distincts deux a` deux et ve´rifient dpi ≤ Y ; enfin
on a pose´








Application du the´ore`me chinois
On suppose x ≥ 2lY de sorte pour tout j-uple (p1, . . . , pj) avec dpi ≤ Y on a
x ≥ ∑i dpi ; on de´coupe alors l’ensemble {t ∈ Z, |t| ≤ qx} en qx+1/|p1 . . . pj|
sous-ensembles de cardinal |p1 . . . pj| contenant une fois et une seule chaque classe
de congruence de Z/p1 . . . pjZ, comme les pi sont suppose´s “bons”, la fonction∏j
i=1 tr(Frobpi , Et)
αi) ne de´pend que de la classe de t modulo p1 . . . pj. D’apre`s
le the´ore`me chinois (rappelons que les pi sont deux a` deux distincts), la somme
S1(p1, . . . , pj;α1, . . . , αj) vaut
S1(p1, . . . , pj;α1, . . . , αj) =
qx+1










Pour α = 1 on utilise la majoration de [Mi1] Prop. 1.2:
|S(p, 1)| ≤ 2(deg∆− 1)|p|+ 2deg∆|p|1/2,
alors que pour α ≥ 2 on utilise simplement la majoration triviale (4)
|S(p, α)| ≤ 2α|p|1+α/2
On en de´duit la majoration :





On de´duit de cette dernie`re majoration et de la majoration cn = Ok(n
−1) que







|p1| . . . |pj|),
et finalement la majoration de S1:
|S1| k,l (deg∆)2lqx+1 log2l Y.(6)
finalement, par (6) et (5) pour Y ≤ x/2l on obtient:∑
|t|≤qx
∆(t) 6=0, j(t) 6∈Fq
| ∑
θ∈{θ}Et
fY (θ)− c0(nEt − 4)|2l = O(qx+1 log2l Y )
et par conse´quant,∑
t∈Z, |t|≤qx
∆(t) 6=0, j(t) 6∈Fq
| ∑
θ∈{θ}Et
χa,X(θ)− c0(nEt − 4)|2l  qx+1(log2l Y + x2l(X/Y )2l(k+1)).
On choisit Y = x/2l, X = x1−ε et k assez grand. Utilisant alors que c0 = 2a2pi +




≤ a ≤ pi − 1
X
, on a χa− 1
X
,X ≤ χa ≤ χa,X ,
on en tire que pour tout intervalle I de la forme [−a, a], (a ∈ [0, pi]) on a la majoration
∑
t∈Z, |t|≤qx





(nEt − 4)|2l  qx+1(xε + x2lX−2l) = O(qx+1xε),(7)
uniformement por a ∈ [0, pi]; puis par diffe´rence l’ine´galite´ pre´ce´dente est valable
pour tout intervalle I ⊂ [−pi, pi].
3.4 Minoration du conducteur.
Pour obtenir un the´ore`me d’e´quire´partition a` partir de l ’ine´galite´ (7) il est ne´cessaire
d’introduire dans la somme pre´ce´dente le poids 1/(nEt − 4)2l. On le fait simplement
graˆce a` la proposition suivante qui permet de minorer le conducteur nEt a` un tre`s
petit nombre d’exceptions pre`s.












est majore´ par O((deg∆)m+1xm) (rappelons que m est le nombre de diviseurs pre-
miers de c).
Preuve. — L’analogue de la conjecture de Szpiro est vraie dans le cadre des corps







p fp,min(Et)dp{p} de´signe le diviseur positif, discriminant minimal
de Et, il suffit donc de minorer ce dernier.
Supposons d’abord deg∆ = 1 alors on a ne´cessairement 3 deg a = 2deg b ≥ 6
(j(T ) est non constant), alors pour deg t ≥ 2x/3, on a la minoration ([Si] 3.35 p.
286)
deg∆min(Et) ≥ f∞,min(Et) ≥ 3 deg a(t)− 1 = 3 degK a. deg t− 1 ≥ 4x− 1.
Si deg∆ ≥ 2, d’apre`s l’hypothe`se (a(T ), b(T )) = 1, l’e´quation de Et est minimale
en tout p ne divisant pas c et 6=∞, en particulier les valuations en p de ∆(t) et de






D’autre part, on a deg∆(t) ≥ 2 deg∆
3
.x pour 2x/3 < deg t ≤ x, il suffit donc de
montrer que le cardinal de ensemble des t ve´rifiant les deux conditions




est majore´ par O((deg∆)mxm).






|{t, 2x/3 < deg t ≤ x, qn11 . . . qnmm |∆(t)}|.(8)
Pour n assez grand, le nombre de solutions dans Z/qnZ de l’e´quation ∆(t) =
0 (mod qn) est majore´ par deg∆, ainsi la quantite´ (8) est majore´e a` une constante












Nous pouvons maintenant terminer la preuve du The´ore`me 1.1: dans la somme
∑
t∈Z, |t|≤qx








la contribution des t tels que nEt  x est majore´e trivialement par O(q2x/3 + xm),
les autres termes sont traite´s par (7) et par la minoration nEt  x.
3.5 Preuve du Corollaire
Pour j = 1, . . . x, on conside`re les x sous-intervalles centre´s a` l’origine Ij = [−pij/x, pij/x]
















































































Il ne reste plus qu’a` choisir l assez grand pour conclure.
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